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iónLa trigonometría es la parte de las matemáti
as que estudia todos los elementos de untriángulo.Para estudiar y representar fun
iones trigonométri
as es 
onveniente trabajar 
on radi-anes en lugar de 
on grados.La 
onversión es muy sen
illa. Una vuelta de revolu
ión 
ompleta son 360o y el número deradianes de una 
ir
unferen
ia son 2π radianes.Conviene re
ordar que las razones trigonométri
as bási
as son el seno, el 
oseno y latangente. Estas de�ni
iones son 
orre
tas para ángulos agudos (menores de 90o).
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sen(α) =

y

r

cos(α) =
x

r

tg(α) =
sen(α)

cos(α)
=

y/r

x/r
=

y

xPara ver todos los 
asos se suele usar una 
ir
unferen
ia de radio 1 
entrada en 0 llamada
ír
ulo unitario. En el resto de 
uadrantes hay que tener en 
uenta los signos que toman elseno y el 
oseno

Figura 1: Signos del seno y el 
oseno.2. Razones de 0 a 2π radianesPara poder 
al
ular las razones trigonométri
as de un buen 
onjunto de ángulos só-lo es ne
esario 
ono
er algunos 
asos signi�
ativos del primer 
uadrante y luego utilizarpropiedades trigonométri
as.2.1. Razones en los ejes
0 o 2π π/2 π 3π/2

sen 0 1 0 -1
cos 1 0 -1 0
tg 0 � 0 �
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2.2 Razones en el primer 
uadrante: de 0 a π/2Re
ordatorio de razones trigonométri
as bási
as2.2. Razones en el primer 
uadrante: de 0 a π/2
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ión:Es interesante darse 
uenta que
π

3
+ π

6
= π

2
, o sea que son 
omplemen-tarios, y por ello o
urre:

sen(π/6) = cos(π/3).
cos(π/6) = sen(π/3).Esta observa
ión es una propiedad que puede usarse para 
al
ular ángulos 
uyas razonesno 
ono
emos usando las razones de otro que sumado al primero dé π/2:

sen(
π

2
− α) = cos(α) cos(

π

2
− α) = sen(α)2.3. Redu
ir al primer 
uadranteSupongamos que α es un ángulo entre 0 y π/2 (está en el primer 
uadrante).2.3.1. Segundo 
uadrante: de π/2 a π

sen(α+
π

2
) = cos(α) cos(α +

π

2
) = − sen(α)Para 
al
ular razones del segundo 
uadrante aprove
hando las 
ono
idas del primero se usala siguiente propiedad de los ángulos suplementarios:

sen(π − α) = sen(α) cos(π − α) = − cos(α)2.3.2. Ter
er 
uadrante: de π a 3π/2

sen(α + π) = − sen(α) cos(α + π) = − cos(α)
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2.3 Redu
ir al primer 
uadrante Re
ordatorio de razones trigonométri
as bási
as2.3.3. Cuarto 
uadrante: de 3π/2 a 2π

sen(−α) = − sen(α).
cos(−α) = cos(α).Para 
a
ular razones del 
uarto 
uad-rante aprove
hando otras 
ono
idasdel primero se utiliza la propiedad deángulos opuestos tal y 
omo se a
abade ver o de la siguiente forma:
sen(2π − α) = − sen(α).
cos(2π − α) = cos(α).Observa
ión:En este 
aso está o
urriendo el siguiente he
ho:Supongamos que tenemos α = 11π

6
. . .Es equivalente trabajar 
on 11π

6
que ha
erlo 
on −π

6
= 2π − 11π

6
.
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Figura 2: Rela
iones entre ángulos 
omplementarios, suplementarios, opuestos.Fundamentos matemáti
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Re
ordatorio de razones trigonométri
as bási
as3. Razones de ángulos mayores que 2π radianesEn ese 
aso hay que utilizar la siguiente propiedad:
∀k ∈ N : sen(α + 2kπ) = sen(α) cos(α + 2kπ) = cos(α)Observa
ión:En el 
aso en el que tengamos un ángulo mayor que 2π podemos ir restando 2π hasta queesté en [0, 2π].Ejemplo 1 Para 
onvertir 27π

4
en un ángulo 
uyas razones trigonométri
as 
onoz
amos:

⌊

27π/4

2π

⌋

=

⌊

27π

8π

⌋

= 3 (
o
iente) 27π

4
− (3 · 2π) = 3π

4Ya solo quedaría saber que sen(3π
4
) = cos(π

4
) y que cos(3π

4
) = − sen(π

4
).
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as bási
as4. Fun
iones hiperbóli
asEstas fun
iones se 
omportan de forma similar a las fun
iones trigonométri
as:De�ni
ión 1 (Seno y 
oseno hiperbóli
o) senh, cosh : R → R se de�nen 
omo:
senh x =

ex − e−x

2

cosh x =
ex + e−x

2De he
ho, sustituyendo valores: senh(0) = 0 y cosh(0) = 1. Para rela
ionar ambas mag-nitudes sabemos que:
cosh2(x)− senh2(x) = 1Y permiten 
onstruir una trigonometría muy pare
ida a la trigonometría de la 
ir
unfer-en
ia, solo que en este 
aso las fun
iones no son periódi
as y se representan sobre la hipérbola(parte dere
ha de la �gura 3).

x=cos(  )

y=sen(  )

x + y  = 12 2

x=cosh(  )

y=senh(  )

x  - y  = 12 2

Figura 3: Trigonometría de la 
ir
unferen
ia e hiperbóli
a.Se de�ne también la tangente hiperbóli
a:
tghx =

senh(x)

cosh(x)Y las razones del ángulo doble o el 
uadrado:
senh(2x) = 2 senh(x) cosh(x) cosh(2x) = cosh2(x) + senh2(x)

senh2(x) =
cosh2(x)− 1

2
cosh2(x) =

cosh(2x) + 1

2Fundamentos matemáti
os de la IC 2011/2012 6



Re
ordatorioderazonestrigonométri
asbási
as

0 π

6

π

4

π

3

π

2

2π

3

3π

4

5π

6
π 7π

6

5π

4

4π

3

3π

2

5π

3

7π

4

11π

6

sen 0 1

2

√

2

2

√

3

2

1 √

3

2

√

2

2

1

2

0 −1

2
−

√

2

2
−

√

3

2

-1 −
√

3

2
−

√

2

2
−1

2

cos 1 √

3

2

√

2

2

1

2

0 −1

2
−

√

2

2
−

√

3

2

-1 −
√

3

2
−

√

2

2
−1

2
0 1

2

√

2

2

√

3

2

tg 0 1
√

3

1 √
3 � −

√
3 -1 − 1

√

3

0 1
√

3

1 √
3 � −

√
3 -1 − 1

√

3Cuadro 1: Tabla de razones trigonométri
as 
ono
idas
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